




1 Een eigenwaardenprobleem

M.A. Botchev, Universiteit Twente

Stel dat P de matrix van het lemma is. Uit (1) volgt dat A = V ΛV −1 en
B = WΓW−1.

A⊗B =

a11WΓW−1 . . . a1nWΓW−1

...
. . .

...
an1WΓW−1 . . . annWΓW−1



=


W 0 . . . 0

0 W
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . 0 W


︸ ︷︷ ︸

Ŵ

a11Γ . . . a1nΓ
...

. . .
...

an1Γ . . . annΓ




W−1 0 . . . 0

0 W−1 . . .
...

...
. . . . . . 0

0 . . . 0 W−1



= Ŵ (A⊗ Γ)Ŵ−1

= ŴP T (Γ⊗A)PŴ−1

= ŴP T (Γ⊗ (V ΛV −1))PŴ−1

= ŴP T


γ1V ΛV −1 0 . . . 0

0 γ2V ΛV −1 . . .
...

...
. . . . . . 0

0 . . . 0 γmV ΛV −1

PŴ−1

= ŴP T


V 0 . . . 0

0 V
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . 0 V


︸ ︷︷ ︸

V̂


γ1Λ 0 . . . 0

0 γ2Λ
.. .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . 0 γmΛ




V −1 0 . . . 0

0 V −1 . . .
...

...
. . . . . . 0

0 . . . 0 V −1

PŴ−1

= ŴP T V̂ (Γ⊗ Λ)V̂ −1PŴ−1

= ŴP T V̂ (Γ⊗ Λ)(ŴP T V̂ )−1

Hier is de matrix Γ ⊗ Λ diagonaal en bevat de eigenwaarden van A ⊗ B. De
eigenvectoren van A⊗B zijn de kolommen van de matrix ŴP T V̂ .
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2 Priemgetallen

F.J. Keune, Radboud Universiteit Nijmegen

Rijen (xn) van complexe getallen die voldoen aan xn+2 = xn+1 − 2xn voor alle
n ≥ 0 vormen een 2-dimensionale complexe vectorruimte. Laten α en β de twee
oplossingen zijn van x2 = x − 2. De meetkundige rijen (αn) en (βn) vormen
een basis. De gegeven rij is de rij (αn + βn). In de ring Z[12 + 1

2

√
−7] geldt

αp + βp ≡ (α + β)p (mod p),

ofwel ap ≡ 1 (mod p). Dus ap − 1 = pγ met γ ∈ Z[12 + 1
2

√
−7] ∩Q = Z.
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3 Pi als breuk?

N.P. Landsman, Radboud Universiteit Nijmegen

1.
Fn(x) = bn

(
π2nfn(x)− π2n−2f

(2)
n + · · ·+ (−1)nf

(2n)
n (x)

)
= bn

(
(a

b )nfn(x)− (a
b )n−1f

(2)
n + · · ·+ (−1)nf

(2n)
n (x)

)
=

(
anfn(x)− an−1bf

(2)
n + · · ·+ (−1)nbnf

(2n)
n (x)

)
Als we nu kunnen bewijzen dat f

(k)
n (0) en f

(k)
n (1) voor iedere k gehele

getallen zijn, zijn we klaar.

Met het binomium van Newton kunnen we fn(x) als volgt schrijven:

fn(x) = 1
n!x

n
∑n

i=0(−x)i
(
n
i

)
= 1

n!

∑n
i=0

(
n
i

)
(−1)ixn+i

Algemeen kunnen we fn dus schrijven als:

fn(x) =
2n∑

j=n

ajx
j .

Voor k < n geldt f
(k)
n (0) = 0. Voor k ≥ n geldt:

f
(k)
n (x) =

∑2n
j=k j · · · (j − k + 1)ajx

j−k =
∑2n

j=k
j!

(j−k)!ajx
j−k

f
(k)
n (0) = k!

(k−k)!ak = k! · 1
n!(−1)k−n

(
n

k−n

)
= (−1)k−n

(
n

k−n

)
· k · . . . · (n + 1)

Omdat
(

n
k−n

)
∈ Z, geldt dat f

(k)
n (0) ∈ Z.

Dus f
(k)
n (0) ∈ Z voor iedere k, en dus is Fn(0) geheel.

Door substitutie ziet men fn(x) = fn(1− x). Dan ook:
f

(k)
n (x) = f

(k)
n (1− x) voor alle k.

Hieruit volgt dat voor alle k geldt dat f
(k)
n (1) = f

(k)
n (0). Dus is f

(k)
n (1)

geheel voor iedere k.
Dus Fn(1) is geheel.

2. d
dx

[
1
πF ′

n(x) sin(πx)− Fn(x) cos(πx)
]

= π sin(πx)
(

1
π2 F ′′

n (x) + Fn(x)
)

Uit de definitie volgt

1
π2

F ′′
n (x) = bn

(
π2n−2f (2)(x)− π2n−4f (2)

n (x) + · · ·+ (−1)n−1f (2n)
n (x)

)
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En dus

Fn(x) +
1
π2

F ′′
n (x) = bnπ2nfn(x) = bn an

bn
fn(x) = anfn(x)

Hieruit volgt dat

d

dx

[ 1
π

F ′
n(x) sin(πx)− Fn(x) cos(πx)

]
= π sin(πx)anfn(x)

Dus πan
∫ 1
0 fn(x) sin(πx)dx =

[
1
πF ′

n(x) sin(πx)− Fn(x) cos(πx)
]1

0
= Fn(0) + Fn(1)

3. Op [0, 1] geldt 0 ≤ sin(πx) ≤ 1.
Ook geldt op [0, 1] dat 0 < xn(1− x)n < 1.
Dus

0 <

∫ 1

0
fn(x) sin(πx) <

1
n!

0 < πan

∫ 1

0
fn(x) sin(πx) <

πan

n!

Met vraag 2 volgt hieruit:

0 < Fn(0) + Fn(1) <
πan

n!

4. Uit vraag 3 volgt met de Stirlingformule dat:

0 < Fn(0) + Fn(1) <
πan

n!
∼ πan

√
sπne−nnn

=
π(e · a)n

√
2πnnn

=
π√
2πn

·
(e · a

n

)n

De limiet van π√
2πn

(
a·e
n

)n voor n →∞ is 0, dus vanaf zekere n is
π√
2πn

·
(

e·a
n

)n kleiner dan 1.

Dus vanaf bepaalde n:

0 < Fn(0) + Fn(1) < 1.

Maar Fn(0) en Fn(1) zijn gehele getallen. Tegenspraak. Dus π is geen
rationaal getal.
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4 Een toren van machten

H.W. Lenstra, Universiteit Leiden

Deze getallen bestaan niet. Om dit te bewijzen, bekijken we eerst de vergelijking

(1) aak
= bbl

met a, b, k en l positieve gehele getallen en a < b. Het is duidelijk dat a > 1. Zij
c een reëel getal waarvoor geldt: b = ac, dan c > 1. Wanneer we de logaritme
met basis a van (1) nemen, krijgen we

(2) ak = c · bl.

Hieruit volgt dat c rationaal is.
Zij d een reëel getal waarvoor geldt: c = ad. Dan is d > 0 (want c > 1 en a is
geheel) en wanneer we de logaritme met basis a van (2) nemen, krijgen we

(3) k = d + c · l.

Hieruit volgt dat d rationaal is, dus is er een positieve gehele e zodat ce = (ad)e

een geheel getal is. Omdat c rationaal is, volgt hieruit dat c een geheel getal is.
Uit (3) volgt dat d ook een geheel getal is. We kunnen (1) dus oplossen door
positieve gehele getallen a, b, k en l te nemen, zo dat:

(4) b = aad
, k = d + ad · l.

Om het originele probleem op te lossen is het voldoende te laten zien dat k geen
macht kan zijn van a.
Zij k = ah. Dan ah = d + adl > ad, dus h > d, en daarom is d = ah − adl
deelbaar door ad. Dit is in tegenspraak met 0 < d < ad. Dus k is geen macht
van a, en dus bestaan er geen positieve gehele getallen a, b, n en m, zo dat
a 6= b, n ≥ 2, m ≥ 2 en

aaa··
·a

}
n

= bbb·
··

b }
m

.
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5 De ijzergieterij

R.D. Nobel, Vrije Universiteit

Introduceer de volgende beslissingsvariabelen voor i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n
en k = 1, . . . , t

xijk = het aantal ton van metaal i in legering j afkomstig uit erts k,
yj = het aantal ton te produceren van legering j,
wk = het aantal ton in te kopen van erts k.

Dan krijgen we de volgende LP-formulering:

min z =
t∑

k=1

(Ck + Sk)wk +
m∑

i=1

n∑
j=1

t∑
k=1

Dikxijk +
n∑

j=1

(Bj −Gj)yj

t∑
k=1

wk ≤ E

t∑
k=1

Tkwk +
m∑

i=1

n∑
j=1

t∑
k=1

Fikxijk +
n∑

j=1

Ujyj ≤ W

Vj ≤ yj =
m∑

i=1

t∑
k=1

xijk voor j = 1, . . . , n

100
n∑

j=1

xijk ≤ Pikwk voor i = 1, . . . ,m; k = 1, . . . , t

Rijyj ≤ 100
t∑

k=1

xijk ≤ Qijyj voor i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n

t∑
k=1

Tkwk ≤ 0.3W,
n∑

j=1

Ujyj ≥ 0.1W

0.4W ≤
m∑

i=1

n∑
j=1

t∑
k=1

Fikxijk ≤ 0.6W

xijk ≥ 0, yj ≥ 0, wk ≥ 0 voor i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n; k = 1, . . . , t.
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6 Bijzondere functies

F. Takens, Rijksuniversiteit Groningen

In het volgende is g : R → R een continue afbeelding en zijn J1, J2, . . . begrensde
gesloten intervallen in R. We zeggen dat g het interval J1 over het interval J2

afbeeldt als J2 ⊂ g(J1).

De volgende beweringen zijn eenvoudig te bewijzen:
1. Als g het interval J1 over zichzelf afbeeldt, dat heeft g een dekpunt (dit is
periodiek punt met periode één) in J1.
2. Als g de intervallen J1, . . . , Jk afbeeldt over de intervallen J2, . . . , Jk+1, re-
spectievelijk en als Jk+1 = J1, dan is er een punt p ∈ J1 zodat gi(p) ∈ Ji+1 voor
i = 1, . . . , k − 1 en gk(p) = p.

We passen het bovenstaande toe op de intervallen gedefinieerd door het punt
met periode vier in de opgave: we definiëren I1 = [p, f(p)], I2 = [f(p), f3(p)], en
I3 = [f3(p), f2(p)]. In de beschreven situatie wordt het interval I2 zowel over
zichzelf als over I3 afgebeeld; I3 wordt over I2 afgebeeld.
Voor elke k bestaat er dus een punt q ∈ I2 zodat zodat f i(q) ∈ I2 voor
i = 1, . . . , k − 2, fk−1(q) ∈ I3 (als k > 1) en fk(q) = q. Het is eenvoudig
na te gaan dat q een periodiek punt van periode k is.
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7 Naar beneden afronden

R. Tijdeman en S.W. Rosema, Universiteit Leiden

a) Uit ad− bc = ±1 volgt d
b −

c
a = ± 1

ab . Uit c+ 1
b

a = d
b en b > 1 volgt

⌊
c
a

⌋
=

⌊
d
b

⌋
.

Uit d+ 1
a

b = c
a en a > 1 volgt eveneens

⌊
c
a

⌋
=

⌊
d
b

⌋
.

b) Stel a < c. Dan c ≥ 2. Verder ad ≥ bc− 1 ≥ −1, dus d ≥ −1.

Als a, b > 1, dan
⌊

d
b

⌋
=

⌊
c
a

⌋
≥ 1, dus d ≥ b en c + d > a + b.

Dus a = 1 of b = 0 of b = 1.

Stel a = 1. Dan d < 1 + b− c ≤ b− 1.
Dus ad− bc = d− bc < b− 1− 2b = −b− 1 ≤ −1. Tegenspraak.

Stel b = 0. Dan ad− bc = ad = ±1 is in tegenspraak met a > c + d ≥ 2− 1.

Stel b = 1. Dan d < a + 1− c ≤ 0 en dus d = −1.
Hieruit volgt ad− bc = −a− c < −1. Tegenspraak.

Uit deze tegenspraken volgt dat a ≥ c.
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8 Magische vierkanten

A.R.P. van den Essen, Radboud Universiteit Nijmegen

Eerst passen we Cayley-Hamilton toe op 3x3 magische vierkanten met spoor nul.
Zij M zo’n matrix. Omdat tr(M) = 0 volgt dat de magische som, genoteerd
s(M), nul is. Zij nu E de 3x3 matrix bestaande uit alleen maar enen. Dan
ME = s(M)E = 0. Dus volgt dat det(M) = 0.
Uit Cayley-Hamilton volgt dan dat M3 = cM voor zeker reeël getal c. Dus M3

is magisch. Bijgevolg M5 = cM3 = c2M is ook magisch enzovoorts. Dus Mn

is magisch voor iedere oneven n.

Zij nu M een willekeurig 3x3 magisch vierkant. Zij N := M − (1/3)tr(M)E.
Dan is N magisch en tr(N) = 0. Dus is volgens het voorgaande Nn magisch
voor iedere oneven n. Merk nu op dat EN = NE = s(N)E = 0, en dus geldt

Mn = (N + (1/3)tr(M)E)n = Nn + ((1/3)tr(M))nEn

welke magisch is, omdat Nn en En = 3n−1E magisch zijn.
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9 Bernoulli-polynomen

J. Top en G. Tiesinga, Rijksuniversiteit Groningen

(a) Schrijf F (x) :=
∫ x
0 f(t) dt; dan F ′ = f en F (0) = 0. Er geldt voor f ∈ P

dat ϕ(D(f)) = ϕ(f ′) = f(x + 1) − f(x) = ∆(f). Evenzo D(ϕ(f)) =
D(F (x+1)−F (x)) = f(x+1)−f(x). Dus inderdaad ∆ = ϕ◦D = D◦ϕ.

Ook is ∆(ϕ(f)) = ∆(F (x + 1) − F (x)) = F (x + 2) − 2F (x + 1) + F (x)
en ϕ(∆(f)) = ϕ(f(x + 1) − f(x)) = F (x + 2) − 2F (x + 1) + F (x). Dit
bewijst dat ∆ ◦ ϕ = ϕ ◦∆.

Tenslotte is ∆(D(f)) = ∆(f ′) = f ′(x+1)−f ′(x) = D(f(x+1)−f(x)) =
D(∆(f)). Dus ∆ ◦D = D ◦∆.

(b) Gebruik de notaties als in de uitwerking van het vorige onderdeel. We
bepalen eerst de kern van ϕ. Geldt ϕ(f) = 0, dan is F (x + 1) = F (x).
Met andere woorden, F is een veelterm die periodiek is met periode 1.
Hieruit volgt, dat F constant is (zoniet, dan zou, omdat F (0) = 0, ieder
geheel getal een nulpunt van F zijn, en een veelterm 6= 0 heeft slecht
eindig veel nulpunten). Omdat F constant is, is f = F ′ = 0. Dus de kern
van ϕ bestaat uit alleen de nulveelterm. Hieruit volgt, dat ϕ injectief is.

Om te bewijzen dat ϕ ook surjectief is, nemen we een willekeurig geheel
getal n ≥ 0. De lineaire deelruimte Pn van P, bestaande uit alle veelter-
men van graad ≤ n, is eindig dimensionaal. Er geldt dat ϕ deze deelruimte
weer binnen zichzelf afbeeldt, want ϕ(xk) = 1

k+1

(
(x + 1)k+1 − xk+1

)
heeft

graad k, voor elke k ≥ 0. Omdat ϕ beperkt tot deze eindig dimensionale
deelruimte injectief is, is deze beperking ook surjectief. Dus xn zit in het
beeld van ϕ, voor elke n ≥ 0. Hieruit volgt dat ϕ zowel injectief als sur-
jectief is, en dus inverteerbaar.

(c) (1) Met notaties als in de oplossing van de vorige onderdelen, ϕ(Pn) =
Pn. Het origineel van xn is dus een veelterm van graad hoogstens
n. Omdat ϕ(Pn−1) = Pn−1, kan dit origineel geen graad ≤ n − 1
hebben. Dus is de graad precies n.

(2) Er geldt ϕ(D(Bn)) = D(ϕ(Bn)) = D(xn) = nxn−1. Hierop de
inverse van ϕ toepassen levert het gevraagde.

(3) Met behulp van onderdeel (1) volgt ∆(Bn) = D(ϕ(Bn)) = nxn−1.
(4) Uit (3) volgt (m + 1)km = Bm+1(k + 1)−Bm+1(k). Links en rechts

sommeren over k = 0, . . . , n− 1 levert de gevraagde formule.
(5) De formule is equivalent met degene die gekregen wordt door links

en rechts ϕ toe te passen (immers, ϕ is inverteerbaar). We moeten
dus aantonen

1
n + 1

n∑
k=0

(
n + 1

k

)
xk =

1
n + 1

(
(x + 1)n+1 − xn+1

)
,
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en hierin herkennen we de bekende binomiaalformule voor (1+x)n+1.

(6) Uit (2) en (4) volgt, dat
∫ 1
0 Bn(t) dt = 0 als n ≥ 1. Samen met

B0 = 1 en B′
n = nBn−1 karakteriseert deze eigenschap de Bernoulli-

polynomen. Om (6) te bewijzen, is het dus voldoende te laten zien,
dat de veeltermen in het rechterlid van de formule aan dezelfde drie
eigenschappen voldoen.
Voor n = 0 staat er inderdaad de constante veelterm 1. Ook is in te
zien, dat de afgeleide voor gegeven n precies n maal de uitdrukking
voor n− 1 is. Daarvoor gebruiken we, dat∑n

k=0(−1)k
(
n
k

)
(x + k)n−1 = 0. Immers, dit is op een teken na gelijk

aan ∆n(xn−1) en ∆n = ϕn ◦Dn.
Tenslotte hebben we nodig, dat een nogal vervelende integraal gelijk
is aan nul. Uitgeschreven (voor n > 0):

n∑
m=0

1
m + 1

m∑
k=0

(−1)k

(
m

k

)
1

n + 1
(
(1 + k)n+1 − kn+1

)
= 0.

Mocht iemand een korter, fraaier antwoord vinden van vraagstuk
(6), dan kun je dat e-mailen naar limo@math.ru.nl.
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10 Een statistisch vraagstuk

A.W. van der Vaart en R.W.J. Meester, Vrije Universiteit Amsterdam

1. De aannemelijkheidsfunctie L is per definitie de simultane kansdichtheid
van (X1, . . . , Xn) gezien als functie van (µ, σ), en de meest aannemelijke
schatter is de locatie van het maximum van die functie. De aannemeli-
jkheidsfunctie kan worden geschreven als

L(µ, σ) =
n∏

i=1

1
σ

e(Xi−µ)/σ1Xi≤µ =
1
σn

e(
Pn

i=1 Xi−nµ)/σ1max(X1,...,Xn)≤µ.

Voor iedere vaste σ is de functie µ → L(µ, σ) positief en dalend in µ op het
interval [max(X1, . . . , Xn),∞) en 0 op (−∞,max(X1, . . . , Xn)). Hieruit
volgt dat het maximum wordt aangenomen in µ̂n = max(X1, . . . , Xn),
voor iedere vaste σ en onafhankelijk van de waarde van σ. Door dif-
ferentiatie van L(µ̂n, σ) naar σ vinden we gemakkelijk dat de functie
σ → L(µ̂n, σ) zijn maximum aanneemt in σ̂n. Het simultane maximum
wordt dan aangenomen in (µ̂n, σ̂n).

2. De verdelingsfunctie van n(µ̂n − µ) wordt gegeven door

P
(
n(µ̂n − µ) ≤ x

)
= P

(
µ̂n ≤ µ + x/n

)
= P

(
Xi ≤ µ + x/n

)n

=
(∫ µ+x/n

−∞
f(s) ds)n.

Voor x > 0 is deze uitdrukking gelijk aan 1, terwijl voor x ≤ 0 invullen
van f en primitivering leidt tot(

ex/(σn)
)n = ex/σ.

De rij n(µ̂n−µ) convergeert derhalve in verdeling naar de verdelingsfunctie
F met F (x) = ex/σ voor x ≤ 0 en F (x) = 1 voor x ≥ 0.

3. De variabele Sn is het gemiddelde van de stochastische grootheden
Yi = µ − Xi. De grootheden Y1, . . . , Yn zijn onafhankelijk en identiek
verdeeld met

EYi =
∫

(µ− x)f(x) dx =
∫ µ

∞
(µ− x)e(x−µ)/σ 1

σ
dx = σ,

EY 2
i =

∫
(µ− x)2f(x) dx =

∫ µ

∞
(µ− x)2e(x−µ)/σ 1

σ
dx = 2σ2,

VarYi = EY 2
i − (EYi)2 = σ2.

Voor het evalueren van de integralen gebruiken we eenmaal, respectievelijk
tweemaal, partiële integratie. De centrale limietstelling geeft nu dat de
rij
√

n(Sn − σ) =
√

n(Ȳn − EȲn) in verdeling naar een normale verdeling
met verwachting 0 en variantie σ2 convergeert.
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4. Uit de definities van σ̂n en Sn volgt dat
√

n(σ̂n − σ) =
√

n(Sn − σ) +
√

n(µ̂n − µ) (1)

De eerste term aan de rechterkant is asymptotisch normaal verdeeld van-
wege opgave 3, terwijl de tweede “van de orde 1/

√
n → 0” is vanwege op-

gave 2. De rij
√

n(σ̂n− σ) is daarom asymptotisch normaal, met dezelfde
parameters als de rij

√
n(Sn − σ).

De details kunnen als volgt worden ingevuld. Beschouw een willekeurige
ε > 0. Als

√
n(σ̂n − σ) ≤ x en

√
n(µ̂n − µ) > −ε, dan volgt met (1) dat√

n(Sn − σ) ≤ x + ε. Derhalve

P
(√

n(σ̂n − σ) ≤ x
)

= P
(√

n(σ̂n − σ) ≤ x,
√

n(µ̂n − µ) > −ε
)

+P
(√

n(σ̂n − σ) ≤ x,
√

n(µ̂n − µ) ≤ −ε
)

≤ P
(√

n(Sn − σ) ≤ x + ε
)

+ P
(
n(µ̂n − µ) ≤ −

√
nε

)
.

De eerste term aan de rechterkant convergeert naar G(x + ε) met G de
verdelingsfunctie van de normale verdeling uit opgave 3. Voor een gegeven
M > 0 is de tweede term aan de rechterkant kleiner dan
P
(
n(µ̂n−µ) ≤ −M

)
zodra n voldoende groot is opdat

√
nε > M . Vanwege

opgave 2 convergeert de laatste kans voor vaste M naar F (−M) met F
de verdelingsfunctie uit opgave 2. Combinatie van deze feiten geeft

lim sup
n→∞

P
(√

n(σ̂n − σ) ≤ x
)
≤ G(x + ε) + F (−M).

Deze ongelijkheid hebben we bewezen voor iedere M > 0 en iedere ε > 0.
De linkerkant is niet afhankelijk van M of ε en is derhalve ook kleiner aan
de lim inf van de rechterkant als M ↑ ∞ en ε ↓ 0, d.w.z.

lim sup
n→∞

P
(√

n(σ̂n − σ) ≤ x
)
≤ G(x).

Dit is de helft van de te bewijzen bewering. De andere helft is

lim inf
n→∞

P
(√

n(σ̂n − σ) ≤ x
)
≥ G(x).

Om deze bewering te bewijzen is het handig om deze eerst te herschrijven
als

lim sup
n→∞

P
(√

n(σ̂n − σ) > x
)
≤ 1−G(x).

We volgen nu een soortgelijk argument, beginnend met de vaststelling dat√
n(σ̂n − σ) > x en

√
n(µ̂n − µ) < ε, impliceert dat

√
n(Sn − σ) > x− ε.
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