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1 Een eigenwaardenprobleem
M.A. Botchev, Universiteit Twente

Stel dat P de matrix van het lemma is. Uit (1) volgt dat A = VAV ™! en
B=WIw-L

[ap WTW—L .. a,, WIW—!
A®B = : :
L4 WITW™ . ap, WTW !
w0 ... 0 w0 ... 0
. . a11F alnI‘
oW o , 0o w!
P ' 0 aml’ ... apaI : 0
0 0o w 0 0o wt
W
=WAD)W!
=WPT(T @ A)PW—!
=WPT(L® (VAV-Y))PW !
_71VAV71 0 0
_ WPT 0 '}/QVAVil . PWil
. , 0
|0 0 VAV
[V 0 0] [mA O 0 V=l oo 0
_ypr |0 | 72NN 0 A . o Vvt o -1
: 0 : 0 0
10 0 V|| o 0 YmA 0 0 v!
1%

=WPTV(I @ AV P!
=WPTV(I @ A)(WPTV)~!

Hier is de matrix ' ® A diagonaal en bevat de eigenwaarden van A ® B. De
eigenvectoren van A ® B zijn de kolommen van de matrix WPTV .
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You’ll help her share the latest news

Touch lives every day * Bij Philips zijn we ervan overtuigd dat technologie
zowel geavanceerd als eenvoudig kan zijn. Technologie die zinvol is en
gemakkelijk te ervaren. Zoals de imposante en energiezuinige verlichting

van voetbalstadions of de mobiele telefoons voor uitwisseling van de laatste

nieuwtjes. Philips biedt ook jou alle kansen om je gedachten en ideeén in

te zetten voor het verbeteren van het leven van mensen overal ter wereld. pH I LI ps

Kijk daarom voor informatie over stages en banen op onze website. sense and simplicity

www.philips.nl/werken




2 Priemgetallen
F.J. Keune, Radboud Universiteit Nijmegen

Rijen (x,) van complexe getallen die voldoen aan x, 2 = x,+1 — 2z, voor alle
n > 0 vormen een 2-dimensionale complexe vectorruimte. Laten o en 8 de twee
oplossingen zijn van 22 = x — 2. De meetkundige rijen (a”) en (3") vormen
een basis. De gegeven rij is de rij (" + ). In de ring Z[ + $/=7] geldt

o + 7 = (a+B)P  (mod p),

ofwel a, =1 (mod p). Dus a, — 1 = py met v € Z[3 + 1/=7|NQ = Z.
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3 Pi als breuk?

N.P. Landsman, Radboud Universiteit Nijmegen

Fale) =0 (n" fulw) =722 o4 (1) 17 @)
_ bn((%)nfn(x) . (%)n—lfg) 4 (*1)nf7(12n)($))
_ (a”fn(x) B an—lbﬁg?) IS (_1)nbnf7g2n)($))

Als we nu kunnen bewijzen dat fTSk)(O) en ﬁk)(l) voor iedere k gehele
getallen zijn, zijn we klaar.

Met het binomium van Newton kunnen we f,(z) als volgt schrijven:

fa(z) = n'xnzz o(=2)"(})
—nl 21—0( )< 1)2 e

Algemeen kunnen we f,, dus schrijven als:
2n
x) = g a;x’.
j=n

Voor k < n geldt f,sk)(O) = 0. Voor k > n geldt:

W) =X (= k4 Dagad ™ = 300, Lagai
o) = (kﬁ‘!k)!ak =kl op(— )k " ()
= (=) k... (n+1)

Omdat (,",) € Z, geldt dat fn ( ) € Z.

Dus fn (0) € 7Z voor iedere k, en dus is F},(0) geheel.

Door substitutie ziet men f,(x) = f,(1 — z). Dan ook:

f,gk)(x) = f,(Lk)(l — z) voor alle k.

Hieruit volgt dat voor alle k geldt dat f,(Lk)(l) = f,(Lk)(O). Dus is fék)(l)
geheel voor iedere k.

Dus F,(1) is geheel.

2. AL (2)sin(nz) — F,(z) cos(rz)] = msin(rz) (L F) () + Fu(z))
Uit de definitie volgt

@) = b (@ @) — 7O @) o (1) ()
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En dus

1 7 n n n
Fn@)"‘ﬁFv{:(x):b LS fn(x )_b fn( ) =a" fn(x)
Hieruit volgt dat

dcfz: [er'( )sin(mz) — Fy(x) cos(Tr:U)] = 7sin(7wz)a” fr(x)

Dus ma” fol fn(x)sin(rz)dx El(

= [ Fr
Fn<o> Fu(1)

sm(7rw) — Fy() COS(”"E)E

3. Op [0,1] geldt 0 < sin(mz) < 1.
Ook geldt op [0,1] dat 0 < 2"(1 —x)" < 1.
Dus
1
O</fn sm7r:n)<—'

ma™

0< Tra"/0 fn(z)sin(rz) < —

n!

Met vraag 2 volgt hieruit:

n
0 < Fp(0) + Fo(1) < 7%

4. Uit vraag 3 volgt met de Stirlingformule dat:

ﬂ.an n

Ta m(e-a)" @ €-a\n
F F,(1 ~ = = '
0< n(O) + n( ) < n \/mefnnn \/ﬂnn 21N ( n )

. T a-e\n . .
De limiet van — (7) voor n — 00 is 0, dus vanaf zekere n is
. n .
T_ . (@) kleiner dan 1.
2mn n

Dus vanaf bepaalde n:
0< F,(0)+ Fo(1) <1

Maar F,(0) en F,(1) zijn gehele getallen. Tegenspraak. Dus 7 is geen
rationaal getal.
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4 Een toren van machten
H.W. Lenstra, Universiteit Leiden

Deze getallen bestaan niet. Om dit te bewijzen, bekijken we eerst de vergelijking

k

(1) a ="
met a, b, k en [ positieve gehele getallen en a < b. Het is duidelijk dat a > 1. Zij

c een reéel getal waarvoor geldt: b = a® dan ¢ > 1. Wanneer we de logaritme
met basis a van (1) nemen, krijgen we

(2) a® =c-b.

Hieruit volgt dat ¢ rationaal is.
Zij d een reéel getal waarvoor geldt: ¢ = a?. Dan is d > 0 (want ¢ > 1 en a is
geheel) en wanneer we de logaritme met basis a van (2) nemen, krijgen we

(3) k=d+c-L.

Hieruit volgt dat d rationaal is, dus is er een positieve gehele e zodat c© = (a?)®
een geheel getal is. Omdat ¢ rationaal is, volgt hieruit dat ¢ een geheel getal is.
Uit (3) volgt dat d ook een geheel getal is. We kunnen (1) dus oplossen door
positieve gehele getallen a, b, k en [ te nemen, zo dat:

d

(4) b=a", k=d+a L

Om het originele probleem op te lossen is het voldoende te laten zien dat k geen
macht kan zijn van a.

Zij k = a" Dan a" = d + a¥l > a?, dus h > d, en daarom is d = a — a®l
deelbaar door a?. Dit is in tegenspraak met 0 < d < a%. Dus k is geen macht
van a, en dus bestaan er geen positieve gehele getallen a, b, n en m, zo dat
a#b,n>2 m>2en

.n‘ b
a’ n b’ m
a® } =p’ } .

6 Antwoorden LIMO 2006



Je masterfase in Nijmegen?
Een goede beslissing!

Radboud Universiteit Nijmegen

De Radboud Universiteit biedt de volgende speciale mastertracks wiskunde aan:
Symbolic Computing

Mathematical Physics

Financial Mathematics

Mathematics and Education

. ® ®

Naturlijk kun je ook zelf je studieprogramma naar eigen wens invullen.

In Niymegen studeer je in de oudste stad van Nederland!

Die stad Nijmegen voorziet in alle wensen van zelfs de meest veeleisende student.
Gezelligheid, sport, uitgaan, huisvesting en veel meer. ..

Je masterdiploma halen in Niyjmegen is dus

een goede beslissing!

Voor meer informatie, kijk even op onze website of neem contact op met het
secretanaat wiskunde,

hitp /A ru.nl

Instituut voor Wiskunde

Bezoekadres: kamer N2036, Toemooiveld 1, 6525 ED Nijmegen
Postadres: Postbus 9010, 6500 GL Nijmegen

Telefoon: 024 3652986



5 De ijzergieterij

R.D. Nobel, Vrije Universiteit

Introduceer de volgende beslissingsvariabelen voor ¢ = 1,...,m, j = 1,...,n
enk=1,...,t
rijr = het aantal ton van metaal i in legering j afkomstig uit erts k,
y; = het aantal ton te produceren van legering j,
wi = het aantal ton in te kopen van erts k.

Dan krijgen we de volgende LP-formulering;:

t m n t n
min z = Z(Ck + Sk)wk + Z Z Z Digxijr + Z(Bj — Gj)y;
j=1

k=1 i=1 j=1 k=1

t
Zwk <FE
k=1

n

t m n
S Twr+Y > Fywgr+ Y Uy, <W
k=1 /

= i=1 j=1 k=1 j=1

Vi<y; =

m t
Ty voor j=1,...,n
k

i=1 k=1

n
100injk§Pikwk voor t=1,....,m; k=1,...,t
7=1
t
Rijngloozmijkg@jyj voor izl,...,m;jzl,...,n
k=1

t n
> Thwy <03W, Y Ujy; > 0.1W
k=1 j=1

m n t
=1 j=1 k=1

ik >0, y; 20, wg>0 wvoor i=1,....,m;j=1,...,n; k=1,...,t
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A Mastermind 1n Mathemat

Leiden offers five tracks in its Master program in Mathematics:
- Algebra, Geometry and Number Theory,
- Applied Mathematics: Analysis and Stochastics,
- Science-based Business,
- Education and
- Communication,
Tracks may be tailored to your personal interests.

You will find an inspiring international environment with exchange programs,
interdisciplinary research and a foothold in business. In applications we focus
on BioScience and cryptology.

Interested? Contact
Martin Libke

+31 (0)71 5277110
lubke@math.leidenuniv.nl
www.math.leidenuniv.nl

IIniversiteit Teiden
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6 Bijzondere functies
F. Takens, Rijksuniversiteit Groningen

In het volgende is g : R — R een continue afbeelding en zijn Jp, Js, . . . begrensde
gesloten intervallen in R. We zeggen dat g het interval J; over het interval J
afbeeldt als Jo C g(J1).

De volgende beweringen zijn eenvoudig te bewijzen:

1. Als g het interval J; over zichzelf afbeeldt, dat heeft g een dekpunt (dit is
periodiek punt met periode één) in J.

2. Als g de intervallen Ji,..., J; aftbeeldt over de intervallen Js,..., Jyt1, re-
spectievelijk en als Jj,1 = Ji, dan is er een punt p € .J; zodat ¢*(p) € J;11 voor
i=1,....,k—1en ¢*{p) =p.

We passen het bovenstaande toe op de intervallen gedefinieerd door het punt

met periode vier in de opgave: we definiéren I = [p, f(p)], I = [f(p), f3(p)], en
= [f3(p), f*(p)]. In de beschreven situatie wordt het interval Iy zowel over

zichzelf als over I afgebeeld; Is wordt over Iy afgebeeld.

Voor elke k bestaat er dus een punt ¢ € Iy zodat zodat fi(q) € Iy voor

i = k=2, ffY(q) € I3 (als k > 1) en f¥(q) = ¢q. Het is eenvoudig

na te gaan dat ¢ een periodiek punt van periode k is.

KNAW
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de onverwachte loopbaan

Owit gedacht dat jij opties zou prijzen en verhandelen?  gedurende je loopbaan binnen Optiver. Je moet hier
Posities opbouwen in derivaten en aandelen! Risico zelf veel tijd en energie in steken maar er staat ook
management doen en handelsmodellen verbeteren? Toch veel tegenover: Optiver biedt je de kans om jezelf te
hebben veel market makers/traders een technische ontplooien binnen een professionele, internationale
achtergrond. VWat onze market makers ook gemeen- handelsorganisatie.

schappelijk hebben is hun superieure rekenvaardigheid, Heb jij een sterke drive om te winnen en ben je
stressbestendigheid en besluitvaardigheid. Maak je niet bang om verantwoordelijkheid te dragen?

geen zorgen, je hoeft niets van opties af te weten als Stuur dan een motivatie met curriculum viae naar:
je bij ons in dienst treedt Je leert het allemaal tijdens humanresources(@optiver.com

de interne opleiding van 4 tot 5 weken.

Wel moet je een aantal eigenschappen hebben die niet  Optiver handelt in derivaten, aandelen en obligaties
aan te leren zijn: een competitieve geest, een resultaat-  vanuit het Amsterdamse hoofdkantoor en vanuit de
gerichte instelling en een heel goed analytisch inzicht. filialen in Chicago en Sydney.

Wij zoeken market makers/traders; jonge, initiatiefrijke  Kijk voor meer informatie op www.optiver.com
academici - liefst zonder (relevante) werkervaring -

met een excellent cijffermatig inzicht. VWWe verwachten A O pt ive r

een grote zelfwerkzaamheid want je blijft leren
DERIVATIVES TRADING

Optiver, afdeling Human Resources. De Ruytedade 112, 1011 AB Amsterdam, T 020 - 5319000

| r—

Optiver zoekt market makers/traders

Acquisitte na.v. deze advertentle wordt niet op prijs gesteld.




7 Naar beneden afronden

R. Tijdeman en S.W. Rosema, Universiteit Leiden

1

a) Uit ad — be = £1 volgt %—g = :l:ﬁ. Uit Ctb = % en b > 1 volgt Lﬂ = L%J.
1

Uit UHT“ = £ en a > 1 volgt eveneens | £| = L%J.

b) Stel a < ¢. Dan ¢ > 2. Verder ad > bc— 1> —1, dus d > —1.

Als a,b > 1, dan L%J = LgJ >1,dusd>benc+d>a+b.

Dusa=1ofb=00ofb=1.

Stela=1. Dand<1+b—c<b-1.
Dus ad —bc=d—bc<b—1—-2b=—-b—1< —1. Tegenspraak.

Stel b = 0. Dan ad — bc = ad = £1 is in tegenspraak met a > c+d > 2 — 1.

Stelb=1. Dand<a+1—-—c<0endusd=—1.
Hieruit volgt ad — bc = —a — ¢ < —1. Tegenspraak.

Uit deze tegenspraken volgt dat a > c.

N O

Nederlandse Organisatie voor Wetenschappelijk Onderzoek
Exacte Wetenschappen
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Groningen Math Masters

Wiskunde
Mathematics

Technische Wiskunde
Mathematics and Technology

Bedrijfswiskunde
Business Mathematics

http://www.rug.nl/wiskunde/onderwijs/master




8 Magische vierkanten
A.R.P. van den Essen, Radboud Universiteit Nijmegen

Eerst passen we Cayley-Hamilton toe op 3x3 magische vierkanten met spoor nul.
Zij M zo'n matrix. Omdat tr(M) = 0 volgt dat de magische som, genoteerd
s(M), nul is. Zij nu E de 3x3 matrix bestaande uit alleen maar enen. Dan
ME = s(M)E = 0. Dus volgt dat det(M) = 0.

Uit Cayley-Hamilton volgt dan dat M3 = c¢M voor zeker reeél getal c. Dus M3
is magisch. Bijgevolg M° = cM? = ¢2M is ook magisch enzovoorts. Dus M™
is magisch voor iedere oneven n.

Zij nu M een willekeurig 3x3 magisch vierkant. Zij N := M — (1/3)tr(M)E.
Dan is N magisch en tr(N) = 0. Dus is volgens het voorgaande N™ magisch
voor iedere oneven n. Merk nu op dat EN = NE = s(N)E = 0, en dus geldt

M"™ = (N + (1/3)tr(M)E)" = N™ + ((1/3)tr(M))"E™

welke magisch is, omdat N en E" = 3"~!E magisch zijn.
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Thomas Stieltjes Institute for Mathematics

The Thomas Stieltjes Institute for Mathematics is a Dutch research
institute in mathematics and carries out research in four main areas of
fundamental and applied mathematics:

- Algebra & Geometry
- Analysis

- Stochastics

- Operation Research

In the Institute participate:

- University of Amsterdam (UvA)

- Free University Amsterdam (VUA)

- Delft University of Technology (TUD)

- Eindhoven University of Technology (TUE)
- University of Leiden (UL)

- Tilourg University (UvT)

The Institute collaborates with

- the Centre for Mathematics and Computer Science (CWI) in
Amsterdam.

- the European Institute for the Study of Randomness (EURANDOM)
in Eindhoven.

For master- and Ph.D.-students the Stieltjes Institute organises each year

a Stieltiesweek about a central theme in mathematics. Faculty members
of the different universities present the lectures about such a new theme.
Each Stieltjes phd-student receives a contribution of 250 euro in the
printing costs of the thesis.

Each year a Stieltjes Prize is presented for the best Stieltjes thesis and
the winner receives an amount of 1200 euro.

http://www _stieltjes.org/
stielties@math.leidenuniv.nl
+31 71 527 7042



9 Bernoulli-polynomen

(a)

()

J. Top en G. Tiesinga, Rijksuniversiteit Groningen

Schrijf F(z) := [y f(t)dt; dan F' = f en F(0) = 0. Er geldt voor f € P
dat o(D(f)) = ¢(f') = fx +1) — f(z) = A(f). Evenzo D(p(f)) =

D(F(x+1)—F(z)) = f(xr+1)— f(z). Dus inderdaad A = poD = Do.
Ook is A(e(f)) = A(F(z+1) — F(z)) = F(x +2) = 2F(z + 1) + F(x)
en o(A(f)) = o(f(x+1) — f(x)) = F(xr +2) — 2F(x + 1) + F(z). Dit
bewijst dat Aop = o A.

Tenslotte is A(D(f) = A(f)) = f/(a+ 1) (z) = D(F(a+1) — f(x)) =
D(A(f)). Dus Ao D =DoA.

Gebruik de notaties als in de uitwerking van het vorige onderdeel. We
bepalen eerst de kern van . Geldt ¢(f) = 0, dan is F(z + 1) = F(x).
Met andere woorden, F' is een veelterm die periodiek is met periode 1.
Hieruit volgt, dat F' constant is (zoniet, dan zou, omdat F'(0) = 0, ieder
geheel getal een nulpunt van F zijn, en een veelterm # 0 heeft slecht
eindig veel nulpunten). Omdat F' constant is, is f = F’ = 0. Dus de kern
van @ bestaat uit alleen de nulveelterm. Hieruit volgt, dat ¢ injectief is.

Om te bewijzen dat ¢ ook surjectief is, nemen we een willekeurig geheel
getal n > 0. De lineaire deelruimte P, van P, bestaande uit alle veelter-
men van graad < n, is eindig dimensionaal. Er geldt dat ¢ deze deelruimte
weer binnen zichzelf afbeeldt, want ¢(2*) = kil ((z 4+ 1)*F1 — 27F1) heeft
graad k, voor elke k > 0. Omdat ¢ beperkt tot deze eindig dimensionale
deelruimte injectief is, is deze beperking ook surjectief. Dus ™ zit in het
beeld van ¢, voor elke n > 0. Hieruit volgt dat ¢ zowel injectief als sur-

jectief is, en dus inverteerbaar.

(1) Met notaties als in de oplossing van de vorige onderdelen, ¢(P,,) =
Pn. Het origineel van z™ is dus een veelterm van graad hoogstens
n. Omdat ¢(P,—1) = Pn_1, kan dit origineel geen graad < n — 1
hebben. Dus is de graad precies n.

(2) Er geldt o(D(B,)) = D(p(B,)) = D(z") = naz""!. Hierop de
inverse van ¢ toepassen levert het gevraagde.

(3) Met behulp van onderdeel (1) volgt A(B,,) = D(¢(By,)) = na™ L.

(4) Uit (3) volgt (m+ 1)k™ = Bp41(k + 1) — Byt1(k). Links en rechts
sommeren over k =0,...,n — 1 levert de gevraagde formule.

(5) De formule is equivalent met degene die gekregen wordt door links
en rechts ¢ toe te passen (immers, ¢ is inverteerbaar). We moeten
dus aantonen

1 & (n+1\ , 1
_ 1n+1_ n+1
n+1kzo< ' >x () ),

16
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en hierin herkennen we de bekende binomiaalformule voor (1+z)"*!.

(6) Uit (2) en (4) volgt, dat fol B,(t)dt = 0 als n > 1. Samen met
By =1 en B!, = nB,,_ karakteriseert deze eigenschap de Bernoulli-
polynomen. Om (6) te bewijzen, is het dus voldoende te laten zien,
dat de veeltermen in het rechterlid van de formule aan dezelfde drie
eigenschappen voldoen.

Voor n = 0 staat er inderdaad de constante veelterm 1. Ook is in te
zien, dat de afgeleide voor gegeven n precies n maal de uitdrukking
voor n — 1 is. Daarvoor gebruiken we, dat

Sr_o(=1)*(})(z + k)"~1 = 0. Immers, dit is op een teken na gelijk
aan A"(z""1) en A" = " o D™,

Tenslotte hebben we nodig, dat een nogal vervelende integraal gelijk
is aan nul. Uitgeschreven (voor n > 0):

m

- m 1
> s kzzo(_l)k<k) prp (LR =R =0,

Mocht iemand een korter, fraaier antwoord vinden van vraagstuk
(6), dan kun je dat e-mailen naar limo@math.ru.nl.
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10 Een statistisch vraagstuk

A.W. van der Vaart en R.W.J. Meester, Vrije Universiteit Amsterdam

1. De aannemelijkheidsfunctie L is per definitie de simultane kansdichtheid

van (Xi,...,Xy) gezien als functie van (p, o), en de meest aannemelijke
schatter is de locatie van het maximum van die functie. De aannemeli-
jkheidsfunctie kan worden geschreven als

n

1 ,7 1 nooxo
L(ILL7 0’) = HEG(XZ u)/ngZSN = ;e(Zzzl Xl nu)/glmax(Xl,...,Xn)gu-
=1

Voor iedere vaste o is de functie p — L(u, o) positief en dalend in p op het
interval [max(Xy,...,X,),00) en 0 op (—oo, max(Xy,...,X,)). Hieruit
volgt dat het maximum wordt aangenomen in i, = max(Xy,...,X,),
voor iedere vaste o en onafhankelijk van de waarde van o. Door dif-
ferentiatie van L(fi,,0) naar o vinden we gemakkelijk dat de functie
o — L(fin,0) zijn maximum aanneemt in &,. Het simultane maximum
wordt dan aangenomen in (fi,, 6y).

. De verdelingsfunctie van n(fi, — p) wordt gegeven door

P(n(fn —p) <z) = P(in <p+z/n)=P(X; < u+x/n)n
utz/n
- (/ £(s) ds)™.

Voor x > 0 is deze uitdrukking gelijk aan 1, terwijl voor x < 0 invullen
van f en primitivering leidt tot

(ea:/(an))n _ em/a'

De rij n(fi,—u) convergeert derhalve in verdeling naar de verdelingsfunctie
F met F(x) = ¢®/ voor x <0 en F(zx) = 1 voor x > 0.

. De variabele S,, is het gemiddelde van de stochastische grootheden

Y; = p — X;. De grootheden Y7,...,Y, zijn onafhankelijk en identiek
verdeeld met

I

EY; = /(,u—:r)f(a:)dx:/ (,u—x)e(x*“)/gldx:a,

00 g

H 1
EY? = / (1 —2)*f(w) do = / (= 2)?e=/7 = dx = 207,
0o o
VarY; = EY? —(EY;)? = 0"

Voor het evalueren van de integralen gebruiken we eenmaal, respectievelijk
tweemaal, partiéle integratie. De centrale limietstelling geeft nu dat de
rij v/n(Sp, — o) = /n(Y, — EY,,) in verdeling naar een normale verdeling

met verwachting 0 en variantie o convergeert.
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4. Uit de definities van 6, en S, volgt dat
\/ﬁ(&n - U) = \/ﬁ(sn - J) + \/ﬁ(,&n - M) (1)

De eerste term aan de rechterkant is asymptotisch normaal verdeeld van-
wege opgave 3, terwijl de tweede “van de orde 1/y/n — 0” is vanwege op-
gave 2. De rij /n(6, — o) is daarom asymptotisch normaal, met dezelfde
parameters als de rij \/n(S, — o).

De details kunnen als volgt worden ingevuld. Beschouw een willekeurige
e > 0. Als \/n(6y, — o) <z en \/n(fin, — ) > —¢, dan volgt met (1) dat
V/n(S, — o) <z + e. Derhalve

P(vn(on—o) <z) = P(vVn(6n—0) <z, vVn(im — p) > —¢)
+P(vVn(6n — o) < z,v/n(fin — p) < —¢)
< P(Vn(S, —o0) <z +e) +P(n(im — p) < —vne).

De eerste term aan de rechterkant convergeert naar G(z + €) met G de
verdelingsfunctie van de normale verdeling uit opgave 3. Voor een gegeven
M > 0 is de tweede term aan de rechterkant kleiner dan

P(n(ﬂn—,u) < —M) zodra n voldoende groot is opdat v/ne > M. Vanwege
opgave 2 convergeert de laatste kans voor vaste M naar F(—M) met F
de verdelingsfunctie uit opgave 2. Combinatie van deze feiten geeft

limsup P(v/n(6, — 0) < z) < Gz +€) + F(—M).
n—oo
Deze ongelijkheid hebben we bewezen voor iedere M > 0 en iedere € > 0.
De linkerkant is niet athankelijk van M of € en is derhalve ook kleiner aan
de lim inf van de rechterkant als M T oo en € | 0, d.w.z.

limsup P(v/n(6, — 0) < ) < G(x).

n—oo

Dit is de helft van de te bewijzen bewering. De andere helft is

liminf P(v/n(6, — 0) < z) > G(x).
n—oo
Om deze bewering te bewijzen is het handig om deze eerst te herschrijven
als
limsup P(v/n(6, — o) > z) <1 - G(x).
n—oo

We volgen nu een soortgelijk argument, beginnend met de vaststelling dat
Vn(on — o) >z en /n(fi, — u) < €, impliceert dat \/n(S, — o) >z —e.
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It is not knowledge, but the act of learning, not posses-
sion but the act of getting there, which grants the
greatest enjoyment. When I have clarified and
exhausted a subject, then I turn away from it, in order
to go into darkness again, the never-satisfied man is so
strange if he has completed a structure, then it is not in
order to dwell in it peacefully, but in order to begin
another. I imagine the world conqueror must feel thus,
who, after one kingdom is scarcely conquered,
stretches out his arms for others.

Karl Friedrich Gauss (1777-1855)



