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MRI Master Class

In the one-year-long Master Class, a current topic is studied 
intensively and profoundly at an advanced level. The Master 
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Tijdens de wedstrijd gelden de volgende regels:

• Maak iedere opgave op een apart vel, zet het nummer van de opgave en de naam van
je team op elk vel;

• Hulpmiddelen zoals boeken, (grafische) rekenmachines en laptops zijn niet toegestaan;

• Er mag tijdens de wedstrijd alleen gecommuniceerd worden met teamgenoten en met
de organisatie;

• Tijdens de wedstrijd wordt koffie, thee en fris rondgedeeld. Dat is het moment om
vragen te stellen.

De volgende tips zouden je kunnen helpen tijdens de wedstrijd. Doe er je voordeel mee.

• Volgorde van moeilijkheid. We hebben getracht de opgaven op volgorde van moeil-
ijkheid te sorteren. Dat wil zeggen, we denken dat er voor de n-de opgave gemiddeld
meer punten zullen worden gehaald dan voor de (n + 1)-de opgave. Wil je een goede
score behalen, dan kun je dus beter met opgaven met lage nummers beginnen.

• Lees goed wat er in de opgave staat. Als je te snel begint, kun je belangrijke informatie
over het hoofd zien. Soms staat in de vraagstelling een (verstopte) hint die aangeeft
wat je zou kunnen doen. Als je vastloopt, kun je ook besluiten de opgave nog eens goed
door te lezen. Zorg ook dat je alle gegeven informatie gebruikt die in de opgave staat
en gebruik vooral sléchts de informatie die er staat.

• Wees een team. Verdeel de opgaven, zodat je geen dubbel werk doet, en vraag elkaar
om hulp als je ergens niet uit komt. Bespreek ook vooraf waar ieders kwaliteiten liggen.
Bekijk tijdens de wedstrijd elkaars werk. Vaak vallen er nog foutjes uit te halen, en dat
kan veel punten schelen.

• Sprokkel puntjes. Als je er niet uit komt, schrijf dan op wat je wél hebt bewezen
dat relevant kan zijn voor het bewijzen van de betreffende opgave. Als je op de goede
weg zat, kun je daar vaak nog deelscores voor krijgen. Sowieso blijkt uit resultaten van
voorgaande jaren dat niet vaak voor een opgave alle punten worden gescoord. Als je
niet uit een deelopgave komt, mag je het resultaat dat daarin bewezen moest worden,
wel gebruiken om de volgende deelopgave op te lossen.

• Blijf niet vastzitten in verkeerde gedachten. Het is vaak verstandig een probleem va-
nuit een ander gezichtspunt te bekijken. Vaak helpt het gegeven termen om te schrijven
of gegevens te manipuleren. Als je weinig vooruitgang boekt kun je ook aan een andere
opgave gaan werken en iemand anders naar jouw opgave laten kijken.

• Keer het om. Probeer te bewijzen dat hetgeen je moet bewijzen niet waar is, en
bedenk waarom dit niet lukt. Als je zelfs een tegenspraak kunt vinden, heb je de
opgave opgelost.

• Vind een patroon. Als je bijvoorbeeld iets moet bewijzen voor alle n ∈ N, probeer
dan kleine gevallen: kijk wat er gebeurt voor n = 1 of n = 2. Ontdek een patroon en
bewijs dat dit patroon doorzet bij grotere getallen.

• Houd het gezellig. Het is niet zeker of je er goed van gaat presteren, maar op deze
manier heb je in elk geval een leuke dag.
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1. De griep versus de Q-koorts

G.W.Q. Puite, Technische Universiteit Eindhoven

In deze opgave vergelijken we twee ziektes met elkaar: de griep en de Q-koorts. Zij p een
reëel getal waarvoor geldt 0 < p < 1, en zij q = 1− p. Bij de griep gaan we ervan uit dat de
kans dat een zieke na 1 dag weer beter is gelijk is aan p, en dat elke dag opnieuw. Anders
gezegd, gegeven dat iemand na n of meer dagen pas beter is, is de kans dat hij daadwerkelijk
na n dagen beter is, gelijk aan p, terwijl q de kans is dat hij na n+1 of meer dagen pas beter is.

De Q-koorts lijkt op de griep, behalve dat je alleen op kwadratische dagen (na aanvang
van de ziekte) beter kunt worden (vandaar ook die Q, van quadratic). De kans dat iemand
die net is ziek geworden na 1 dag weer beter is, is nog steeds p. Maar na precies 2 of 3 dagen
beter worden is onmogelijk. Dus q is nu de kans dat iemand na 4 of meer dagen pas beter is.
En meer algemeen, gegeven dat iemand na n2 of meer dagen pas beter is, is de kans dat hij
daadwerkelijk na n2 dagen beter is, gelijk aan p, terwijl q de kans is dat hij na (n + 1)2 of
meer dagen pas beter is.

Veronderstel dat mensen met de Q-koorts gemiddeld 10 keer zo lang ziek zijn als mensen
met de griep. Hoeveel dagen duurt de griep dan gemiddeld?
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• theoretische informatica
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2. De stelling van Sylvester-Gallai

F. Dillen, Katholieke Universiteit Leuven

In 1893 formuleerde J. Sylvester het volgende probleem:

Stelling: Stel dat P een eindige verzameling punten in het (reëel) Euclidisch vlak E2 is,
waarvoor geldt dat elke rechte die twee punten van P bevat, ook door een derde punt van P
gaat. Toon aan dat alle punten van P op dezelfde rechte liggen.

Deze stelling is bekend onder de naam “de stelling van Sylvester-Gallai”. Bewijs deze stelling.

De stelling van Sylvester-Gallai impliceert onmiddellijk de volgende bekende stelling van
Erdös-de Bruijn.

Gevolg: Stel dat P een verzameling van n ≥ 3 punten in het Euclidisch vlak E2 is, die
niet allemaal op dezelfde rechte liggen. Dan zijn er tenminste n rechten van E2 die elk door
tenminste 2 punten van P gaan.

Bewijs dit gevolg.
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3. Een Islamitisch bewijs van de formules van Heron en Brahmagupta

J.P. Hogendijk, Universiteit Leiden en Universiteit Utrecht

Z

E

B D
G

A

L

We bekijken een driehoekABGmet ongelijke zijden, zodatAG > AB > BG, en de omgeschreven
cirkel. D is het middelpunt van boog ABG (zie figuur). Kies L op AB zodat AL = BG en
trek DL. We noteren de oppervlakte van een driehoek PQR als ∆PQR.

1. Laat zien:

(i) driehoek DBG is congruent met driehoek DLA

(ii) ∆ADG = ∆ABG+ ∆LDB

(iii) Driehoeken ADG en LDB zijn gelijkvormig.

Hint: als punten P,Q,R op een cirkel liggen dan is hoek PQR de helft van de boog waarop
hij staat.

2. Stel E is het midden van BL en Z het midden van AG. Merk op dat de driehoeken
GDZ en BDE ook gelijkvormig zijn. Laat zien:

(i) DZ2 : 2∆GDZ = 2∆GDZ : GZ2

(ii) (DZ2 −DE2) : ∆ABG = ∆ABG : (GZ2 −BE2). [Bewijs dit precies!]

(iii) ∆ABG =
√

(s(s− a)(s− b)(s− c)).

Hierbij zijn a, b, c de lengtes van de zijden van de driehoek ABG en s = 1
2(a + b + c). Hint:

DZ2 + AZ2 = DE2 + AE2. Deze methode was al bekend uit de Griekse oudheid, en is
vermoedelijk ontdekt door Archimedes (ca. 250 v.C.). De bewijsmethode in deze opgave is
tiende-eeuws Islamitisch. De opgave gaat door op de volgende pagina!
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3. Bekijk nu een cyclische vierhoek met zijden ABGB1. Cyclisch betekent dat de veelhoek
kan worden ingeschreven in een cirkel. We noteren de oppervlakte van deze veelhoek als
[ABGB1]. We proberen het bewijs hierboven te generaliseren. D1 is het midden van boog
AB1G en D1E1 is de loodlijn uit D1 op AB1.

Laat zien:

(i) De vier driehoeken BDE, GDZ, D1GZ en D1B1E1 zijn alle gelijkvormig.

(ii) (AE2 −B1E
2
1) : [ABGB1] = [ABGB1] : (AE2

1 −BE2).

(iii) De oppervlakte van een cyclische vierhoek met zijden a, b, c, d en halve omtrek
s = 1

2(a+ b+ c+ d) is gelijk aan
√

(s− a)(s− b)(s− c)(s− d).

Deze regel wordt in verzen voor algemene vierhoeken gegeven door de Indiase wiskundige
Brahmagupta (ca. 625). De regel is in de tiende eeuw voor cyclische vierhoeken bewezen door
de Iraanse wiskundige Abū cAbdallāh al-Shann̄ı. Zijn bewijsidee is als in deze opgave. De
regel is niet geldig voor vierhoeken die niet cyclisch zijn.
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4. Geen differentiaalvergelijking

G.J. Woeginger, Technische Universiteit Eindhoven

Zij f : R→ R een differentieerbare functie. Bewijs dat er een x ∈ R bestaat met

f ′(x) =

(
2

1− x
− 2

x

)
f(x).
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5. Dubbele machten

H.W. Lenstra, Universiteit Leiden

Laten u en v twee onderling ondeelbare positieve gehele getallen zijn. Bewijs dat er gehele
getallen a en b groter dan 1 zijn, en positieve gehele getallen n en m, zodanig dat geldt

an
u

= bm
v

en au = bv.
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Het KWG:
-  publiceert voor leden het kwartaalblad Nieuw Archief voor Wiskunde
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Kijk op www.wiskgenoot.nl of stuur een e-mail aan de ledenadministratie, 

admin@wiskgenoot.nl

Koninklijk Wiskundig Genootschap



6. Van cirkels naar hyperbolen onder behoud van oppervlakte

J.A.C. Kolk, Universiteit Utrecht

Figuur 6.1: Beeld onder oppervlaktebehoudend diffeomorfisme Φ.

We herinneren aan de hyperbolische functies cosh, sinh en tanh, die voor α ∈ R en e =
2, 718 281 . . . worden gegeven door

coshα =
eα + e−α

2
, sinhα =

eα − e−α

2
, tanh =

sinh

cosh
.

I.h.b. is tanh : R→ ]−1, 1 [ een monotoon strikt stijgende functie. Introduceer ook

Cr, α = { ρ(cos t, sin t) ∈ R2 | 0 < ρ < r, |t| < α } (0 < r, 0 < α ≤ π),

Hr, α = { ρ(cosh t, sinh t) ∈ R2 | 0 < ρ < r, |t| < α } (0 < r, 0 < α).

Bewijs het bestaan van open deelverzamelingen U en V van R2 en van een afbeelding Φ :
U → V die voldoet aan Φ(Cr, α) = Hr, α, voor alle 0 < r en 0 < α ≤ π, terwijl Φ ook een
oppervlaktebehoudend diffeomorfisme is (zie Fig. 6.1 en 6.2). Geef een beschrijving van U en
V in termen van Cartesische coördinaten.
Hierbij heet Φ een diffeomorfisme indien Φ bijectief en continu differentieerbaar is en de inverse
Φ−1 : V → U ook continu differentieerbaar is. Verder heet Φ oppervlaktebehoudend indien
voor elke Riemannintegreerbare open deelverzameling A van U geldt dat A en Φ(A) dezelfde
oppervlakte hebben.
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7. Een bijna-injectieve functie

B. van Dalen, Universiteit Leiden

Zij de functie f : Z3 → Z3 gedefinieerd door

f(x, y, z) = (x2 + y, y2 + z, z2 + x).

Voor een drietal (a, b, c) van gehele getallen zeggen we dat f injectief is op (a, b, c) als er
hoogstens één (x, y, z) ∈ Z3 is zodat f(x, y, z) = (a, b, c).

1. Bewijs dat als a, b en c drie verschillende gehele getallen zijn, f injectief is op (a, b, c).

2. Vind oneindig veel drietallen (a, b, c) ∈ Z3 zodat a, b en c niet alledrie gelijk zijn en f
niet injectief is op (a, b, c).
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8. AlleMachtig!

L.D. Molag, Universiteit Utrecht

Zij n een natuurlijk getal groter dan een. Bepaal alle (z1, z2, . . . , zn) ∈ Cn met de eigenschap
dat er voor alle natuurlijke getallen k met 1 ≤ k < n geldt dat zk1 + zk2 + . . .+ zkn = 0.

Nota Bene: In je uitwerking hoef je geen onderscheid te maken tussen vectoren die na
verwisseling van componenten gelijk zijn aan elkaar.
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9. Bijzondere polynomen

A. Smeets, Katholieke Universiteit Leuven

Bestaat er een polynoom p(X) ∈ Z[X] zodanig dat

p

(
a− 1

a

)
= an − 1

an
voor alle a ∈ R met a 6= 0

(a) wanneer n = 2009?

(b) wanneer n = 2010?
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10. Nilpotente Matrix

J. Top, Rijksuniversiteit Groningen

Gegeven is een positief geheel getal m, en n = 2m− 1. De n× n matrix A = (ai,j) over Z/2Z
is gegeven door ai,j = 1 als |i− j| = 1 en ai,j = 0 anders. Laat zien dat A nilpotent is.

Opmerking: Een matrix A heet nilpotent als een macht van A gelijk is aan de nulmatrix.
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Our Master's programme offers you considerable
freedom to follow your own interests, at least within
the range of our expertise. At the beginning of the two-
year program, you declare your area of specialization
and choose a personal tutor within that area, with whom
you decide what your precise research area and package
of courses at both the local and the national level will be. 
In the second year, most of your time will be spent on
your MSc dissertation in the research area of your choice.
In short, you will be able to develop a tailor-made
programme.
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11. Muntje Over

S. Boersma, Universiteit Utrecht

We leggen n ≥ 3 munten in een cirkel. We zeggen dat een munt x direct rechts van een andere
munt y ligt als munt x de eerste munt is die je tegenkomt als je vanaf munt y tegen de klok
in gaat. We voeren het volgende proces uit:

Pak een munt en spring ermee over de munt die er direct rechts van ligt, op de munt die
daar direct rechts van ligt. Dit noemen we een ’zet’. Voer nu een zet uit met de munt die
direct rechts ligt van de nieuw gevormde stapel. Blijf op deze manier doorgaan met zetten
doen, waarbij je stapels net zo behandelt als munten, totdat er slechts twee stapels over zijn
en het proces is afgelopen.

Definieer an als het aantal munten dat op de (of een) laagste stapel ligt aan het einde van
bovenstaand proces, wanneer er begonnen is met een cirkel van n munten (n ≥ 3).

1. Bewijs dat an+1 = an of an+1 = an + 1 voor alle n ≥ 3.

2. Bewijs dat {an|n ≥ 3} = N.

28



Bij ORTEC zit je goed!

ORTEC Logistics
Groningenweg 6k
2803 PV  Gouda
Tel.: 0182-540 500
recruitment@ortec.com

ORTEC Finance
Max Euwelaan 78
3062 MA  Rotterdam
Tel.: 010-498 66 66
hr@ortec-fi nance.com

www.werkenbijortec.com

Bij ORTEC wordt wereldwijd gewerkt aan 

complexe optimalisatievraagstukken in 

diverse logistieke en fi nanciële sectoren. 

Onze medewerkers helpen klanten 

gefundeerde beslissingen te nemen met 

gebruik van wiskundige modellen en het 

toepassen van simulatie- en optimalisatie-

technieken. 

ORTEC is een professionele, jonge organisatie 

met volop doorgroeimogelijkheden. Tijdens 

of na je studie kun je bij ons aan de slag. Je 

wordt direct op projecten ingezet en krijgt veel 

eigen verantwoordelijkheid. Wij bieden een 

werkomgeving met voldoende ruimte om je 

talenten te ontwikkelen binnen jouw interesse-
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Internationale Wiskunde Olympiade 2011 in Nederland
De Internationale Wiskunde Olympiade is een prestigieuze 
wiskundewedstrijd voor middelbare scholieren. Het is 
de oudste en grootste van de wetenschapsolympiades 
die internationaal worden georganiseerd. De 52e 
Internationale Wiskunde Olympiade zal van 12 tot 24 juli  in 
Amsterdam worden gehouden. In totaal worden ongeveer 
600 deelnemers uit meer dan 100 landen verwacht (en 
daarnaast nog een paar honderd begeleiders). De wedstrijd 
bestaat uit het oplossen van zes pittige wiskundeopgaven 
verdeeld over twee wedstrijddagen. 

Vrijwilliger zijn bij het grootste 
internationale Wiskunde-evenement?

Word gids of wedstrijdbegeleider bij de 
International Mathematical Olympiad in 2011

Vrijwilligers nodig

Rond de wedstrijd worden excursies en activiteiten voor de internationale 
groep deelnemers georganiseerd. Ook is er een offi ciële opening- en 
sluitingsceremonie. De deelnemers zijn negen dagen in Nederland en worden 
vanaf hun aankomst tot vertrek begeleid door een gids van het organiserende 
land. Naast de in totaal 1.000 buitenlandse gasten nemen er ook zo’n 300 
vrijwilligers aan het evenement deel, die ervoor zorgen dat alles goed loopt. 
Dit zal een onvergetelijke ervaring zijn. Wil jij ook je handen uit je mouwen 
steken in 2011?

Er zijn allerlei taken die door vrijwilligers tijdens de IMO worden verricht.

•  De gidsen begeleiden elk een team van zes deelnemers uit één land 
en helpen hen met praktische zaken. Voor deze functie zijn we vooral 
op zoek naar studenten die hun buitenlandse talen goed spreken. 

•  De wedstrijdbegeleiders zorgen dat de wedstrijd vlekkeloos verloopt. 
Voor deze functie zijn we vooral op zoek naar docenten. 

•  De crewleden regelen alles op de accommodaties.
•  De coördinatoren kijken het werk van de deelnemers na en 

stellen in overleg met de teamleiders de scores vast. 

Meer informatie? Aanmelden voor een van de functies? 
Kijk op www.imo2011.nl. 
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